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Рассматривается пластическое течение при внедрении жесткого вы-
пуклого штампа в полупространство. Выполнена постановка задачи. 

A plastic flow is considered when introducing a rigid convex die into a half-
space. The formulation of the problem was accomplished. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ В ЗАДАЧЕ О ВДАВЛИВАНИИ 
ВЫПУКЛОГО ШТАМПА В ПОЛУПРОСТРАНСТВО 
DEFORMATION DISTRIBUTION IN THE PROBLEM OF PRESSING A 
CONDENSED STAMP TO THE HALF-SPACE 
  

Рассмотрим пластическое течение решения задачи о внедрении вы-
пуклого штампа в полупространство (рис. 1).  

 

 
Рисунок 1 – Пластическая область 

 
Вследствие симметричности пластического течения рассмотрим пра-

вую половину пластической области ܥܦܤܣ деформированного материала, 
состоящую из треугольника ܥܦܣ равномерного напряженного состояния и 
центрированного веера ܦܤܣ, в центре которого сходятся прямолинейные 
линии семейства ߚ (ߙ-линии для левой половины). 



Поле скоростей однородно во всей пластической области. На жестко-
пластической границе ܥܦܤ  проекция ݒ  скорости перемещения вдоль ߚ 
равна нулю. Тогда согласно уравнению Гейрингер, выполняющегося вдоль 
оси ߙ, проекция ݑ на каждой линии ߙ является постоянной, и при краевом 
условии на ܤܣ(скорость штампа ܸ = 1 при глубине внедрения ܿ) равна ݑ =
√2. В работе [1] Хромовым предложено решение, когда свободная по-
верхность ܥܣ при такой схеме пластического течения является прямой ли-
нией. Учитывая сохранение подобия при таком решении, объем (площадь 
для плоского случая) вытесняемого материала выше первоначальной по-
верхности равен объему (площади) внедренной части клина, это дает соот-
ношения между основными величинами, позволяющими описать рассмат-
риваемую схему: уравнение ݕ =  описывающее форму штампа, угол ,(ݔ)݂
раствора центрированного веера ߰, ширина свободной поверхности ℎ и глу-
бина внедрения клина ܿ: 

ℎܿ߰ݏ݋ + ܿ = ℎ      ,(஺ݔ)݂ = 2൫݂(ݔ஺) − ݂(0)൯. 
Исследования сводятся к нахождению распределения деформаций в 

окрестности особенностей поля линий скольжения. Определение величин 
деформаций на линии разрыва ܥܦܤ  определяется удельной диссипацией 
энергии ഥܹ , зависящей от составляющих скорости перемещения: 

ఔܸ = ±ݒ = 0,      [ ఛܸ] = ାݑ − ିݑ = √2. 
и нормальной скоростью ܩ распространения линии ܥܦܤ. 

Очевидно, что автомодельность рассматриваемого решения приводит 
к постоянным значениям величин ഥܹ , и, следовательно, деформаций на пря-
молинейной составляющей линии ܥܦܤ, т.е. на участке ܥܦ. Действительно, 
как уже было показано [1], разрыв скорости [ ఛܸ] остается постоянным вдоль 
линии разрыва и изменение величины ഥܹ  зависит от значений величины ܩ в 
каждой точке рассматриваемой линии. 

Согласно выбранной системе координат (рис. 1) крайние точки рас-
сматриваемой части пластической области имеют следующие координаты: 

- точка ݔ      :ܣ஺ = ℎ
2ൗ ஺ݕ      , = ℎܿ߰ݏ݋,  

- точка ݔ      :ܤ஻ = ஻ݕ      ,0 = − ℎ
2ൗ (1 −  ,(߰ݏ݋2ܿ

- точка ݔ      :ܥ஼ = ℎ
2ൗ (1 + ௖ݕ      ,(߰݊݅ݏ2 = 0, 

- точка ݔ      :ܦ஽ = ℎ
2ൗ (1 + (߰݊݅ݏ2 − ℎ

√2ൗ ߨ൫3݊݅ݏ
4ൗ − ߰൯, 

஽ݕ   = − ℎ
√2ൗ ߨ൫3ݏ݋ܿ

4ൗ − ߰൯. 

Уравнения для составляющих линии ܥܦܤ имеют вид: 

- линия ܦܤ:      ൜ݔ = ஺ݔ + ,ߦݏ݋ܴܿ
ݕ = ஺ݕ + ߦ где      ,ߦ݊݅ݏܴ = ௛
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Тогда для рассматриваемого решения получаем следующие значения 

скорости ܩ: 
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Удельная диссипация энергии определяется из равенства ഥܹ = √ଶ
ீ

, где 
ܩ   соответствующее значение скорости распространения линии  ܥܦܤ  по 
нормали. 

Определение деформаций в окрестности точки ܣ, являющейся цен-
тром веера линий скольжения ܦܣܤ, сводится к решению системы обыкно-
венные дифференциальных уравнений [2-3]. Для рассматриваемой задачи 
центр веера линий скольжения движется по закону 

ܽᇱ =
஺ݔ݀

ݐ݀
=

(஺ݔ)′݂ − 1
߰ݏ݋2ܿ

,      ܾᇱ =
஺ݕ݀

ݐ݀
= (஺ݔ)′݂ − 1. 

Ранее [2] было отмечено, что траектория движения частиц в пласти-
ческой области проходит через жесткопластическую границу ܥܦܤ. В част-
ности, частица, попадающая в веер, получает начальные деформации на ли-
нии ܥܦ . Следовательно, решение системы дифференциальных уравнений 
для закона движения вершины центрированного веера ܦܣܤ удовлетворяет 
начальным условиям: 

ܣ = ൤ 1 0
ഥܹ஽஼ 1൨, 

где ഥܹ஽஼ - удельная диссипация энергии на линии ܥܦ. 
 На кафедре «Прикладная математика и информатика» Комсомоль-
ского-на-Амуре государственного университета в рамках научного направ-
ления по механике деформируемого твердого тела, был создан комплекс 
программ для моделирования пластического течения при внедрении штам-
пов различной формы в полупространство [4]. 
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