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Рассмотрим определенный интеграл функции ݂(ݔ) на [ܽ, ܬ  :[ܾ = ∫ ௕(ݔ)݂
௔  , ݔ݀

a - нижний, b - верхний предел интегрирования. Здесь мы считаем ܽ < ܾ 
Перечислим свойства определенного интеграла. 
1) До сих пор в 

න (ݔ)݂ ݔ݀
௕

௔

 

мы считали ܽ < ܾ 
Определение. Для любой функции ݂(ݔ) положим 

න (ݔ)݂ ݔ݀ = 0
௔

௔

, 

а для функции, интегрируемой на [ܽ, ܾ], 

න (ݔ)݂ ݔ݀ = − න (ݔ)݂ ܽ) ݔ݀ < ܾ)
௔

௕

௕

௔

 

2) Если функция ݂(ݔ) интегрируема на [ܽ, ܾ], то она и на любом [ܿ, ݀] ⊂
[ܽ, ܾ] интегрируема. 
3) Если функция ݂(ݔ)  интегрируема на [ܽ, ܾ], c – произвольная точка этого 
сегмента, то       

න (ݔ)݂
௕

௔

ݔ݀ =  න (ݔ)݂
௖

௔

ݔ݀ + න (ݔ)݂
௕

௖

 ݔ݀

Свойство 3) называется свойством аддитивности определенного интеграла. 
Геометрический: площадь Р равна сумме площадей Рଵ  и Рଶ.  
Замечание: свойство 3) остается верным и тогда, когда точка с не лежит на 
[ܽ, ܾ], а ݂(ݔ) интегрируема на [ܽ, ܿ] или [ܿ, ܾ].  
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4) Если функция ݂(ݔ) интегрируема на [ܽ, ܾ], то функция ݇ ∙ ݇ ,(ݔ)݂  =  ,ݐݏ݊݋ܿ
интегрируема на [ܽ, ܾ] и  

න (ݔ)݂ ݇
௕

௔

ݔ݀ = ݇ න (ݔ)݂ ݔ݀
௕

௔

 

5) Если функции ݂(ݔ) и ݃(ݔ) интегрируемы на [ܽ, ܾ], то ݂(ݔ) +  (ݔ)݃
интегрируема на [ܽ, ܾ] и  

න(݂ + ݃)
௕

௔

ݔ݀ = න ݂ ݔ݀ + න ݃ ݔ݀
௕

௔

௕

௔

 

6) Если ݂(ݔ) ≥ 0 и интегрируема на [ܽ, ܾ],  a<b , то    

න ݂ ݔ݀
௕

௔

≥ 0 

7) Если функции ݂(ݔ) и ݃(ݔ) интегрируемы на [ܽ, ܾ], a<b, ݂(ݔ) ≤ ݔ∀ ,(ݔ)݃ ∈
[ܽ, ܾ], то 

න ݂ ݔ݀(ݔ)
௕

௔

≤ න ݃ ݔ݀(ݔ)
௕

௔

 

8) Если ݂(ݔ) интегрируема на [ܽ, ܾ], a<b, то |݂(ݔ)|  интегрируема на [ܽ, ܾ] и  

 | ∫ ݂ ௕| ݔ݀(ݔ)
௔ ≤ ∫ |(ݔ)݂| ௕ݔ݀

௔  

Свойства определенного интеграла применяют при вычислении 
определенных интегралов. 

Пример 1. Вычислить ∫ ଶݔ ଶݔ݀
ଵ  

Найдем одну из первообразных для функции ݂(ݔ) =  ଶݔ

∫ ଶݔ ݔ݀ = ௫య

ଷ
+  ܿ , т.е.  (ݔ)ܨ = ௫య

ଷ
 

Тогда по формуле Ньютона-Лейбница 

௫య

ଷ
⎹ ଶ

ଵ = ଵ
ଷ

(2ଷ − 1ଷ) = ଵ
ଷ

(8 − 1) = ଻
ଷ
  

Решение записывают в виде: 
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∫ ଶݔ ݔ݀ = ௫య

ଷ
⎹ ଶ

ଵ
ଶ

ଵ = ଵ
ଷ

(2ଷ − 1) = ଻
ଷ
   

Пример 2.  Вычислить ∫ sin ݔ2 ݔ݀
గ

ସൗ
଴  

∫ sin ݔ2 ݔ݀ = ଵ
ଶ

గ
ସൗ

଴ cos ݔ2 ⎹
గ

ସൗ
଴ = ଵ

ଶ
(cos(2 ∙ గ

ସ
) − cos 0) = ଵ

ଶ
(cos గ

ଶ
−

cos 0) = ଵ
ଶ

(0 − 1) = − ଵ
ଶ 

  

Пример 3. Вычислить ∫ ௗ௫
ଵା௫మ

ଵ
଴  

∫ ௗ௫
ଵା௫మ = ⎹ݔ݃ݐܿݎܽ ଵ

଴
ଵ

଴ = 1݃ݐܿݎܽ − 0݃ݐܿݎܽ = గ
ସ

− 0 = గ
ସ
  

Пример 4.  Вычислить ∫ ௗ௫
(଻ିସ௫)మ

ଵ
ିଵ    

Произведем замену переменной:  

ݐ = 7 − ݔ ,ݔ4 =  ௧
ସ

− ଻
ସ
,  

ݔ݀ = −
1
4

 ݐ݀

ݔ = 1 → ݐ = 3 

ݔ = −1 → ݐ = 11 

Тогда 

 

 
 
 
 
 

∫ ௗ௫
(଻ିସ௫)మ

ଵ
ିଵ = ∫

ିభ
ర

௧మ
ଷ

ଵଵ ݐ݀ = − ଵ
ସ ∫ ݐଶ݀ିݐ = ଵ

ସ
ଷ

ଵଵ ∙ ଵ
௧

| ଷ
ଵଵ = ଵ

ସ
ቀଵ

ଷ
− ଵ

ଵଵ
ቁ = ଵ

ସ
ቀଵଵ

ଷଷ
− ଷ

ଷଷ
ቁ = ଶ

ଷଷ
   

Пример 5.  

Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми   ݕ = 4 − ݕ ,  ଶݔ = 0 
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Решим уравнение 

4 − ଶݔ = 0   

Парабола пересекает ось ОХ в точках 

ݔ = ±2 

Используем формулу Ρ = ∫ ݕ ఉݔ݀
ఈ . 

Ρ = ∫ (4 − ଶ)ଶݔ
ିଶ ݔ݀ = ቀ4ݔ − ௫య

ଷ
ቁ | ଶ

ିଶ = ቀ8 − ଼
ଷ
ቁ − ቀ−8 + ଼

ଷ
ቁ = ଵ଺

ଷ
+ ଵ଺

ଷ
= ଷଶ

ଷ
  

Пример 6. Найти длину дуги астроиды, которая задана параметрически: ݔ =
ܽ cos  ଷ , ݐ ݕ = ܽ sin  ଷ  ݐ

       

Найдем длину дуги астроиды по формуле ܵ = ∫ ටݔ௧
′ଶ + ௧ݕ

′ଶ௧
ఈ  ݐ݀

ܵ = 4 ∫ ටݔ௧
′ଶ + ௧ݕ

′ଶగ
ସൗ

଴   ݐ݀

௧ݔ
′ = (ܽ cos  ଷ ′(ݐ = ܽ൫3ܿݏ݋ଷݐ ∙  ൯(ݐ݊݅ݏ−)

௧ݕ
′ = ′(ݐଷ݊݅ݏܽ) = ݐଶ݊݅ݏ3)ܽ ∙  (ݐݏ݋ܿ

௧ݔ
′ଶ + ௧ݕ

′ଶ = 9ܽଶܿݏ݋ସݐ ∙ ݐଶ݊݅ݏ + 9ܽଶ݊݅ݏସݐ ∙ ݐଶݏ݋ܿ = 9ܽଶ݊݅ݏଶݐ ∙  ݐଶݏ݋ܿ

ܵ = 4 ∫ √9ܽଶ݊݅ݏଶݐ ∙ ݐଶݏ݋ܿ
గ

ସൗ
଴ ݐ݀  = 4 ∙ 3ܽ ∫ ݐ݊݅ݏ ∙ ݐ݀ ݐݏ݋ܿ = 2 ∙

గ
ସൗ

଴

3ܽ ∫ ݐ݀ݐ2݊݅ݏ = 6ܽ(− ଵ
ଶ

గ
ସൗ

଴ |(ݐ2ݏ݋ܿ
గ

ସൗ
଴ = ߨݏ݋ܿ−)3ܽ + (0ݏ݋ܿ = 3ܽ(1 + 1) = 6ܽ  

Таким образом, мы рассмотрели свойства определенного интеграла, и 
некоторые задачи, решаемые при помощи свойств определенного интеграла.  
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