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Аннотация. Дается представление пространственной фермы на 

опорах, расположенных на разном расстоянии. Осуществляется обзор 

классического метода расчета. Предлагается новый метод. Производится 

вывод зависимостей динамики пространственной фермы, не содержащие 

неопределенные множители Лагранжа. Приводятся результаты 

разработки программного комплекса. 

При строительстве опорных конструкций возникает проблема расчета 

связей в узлах. Классическим методом расчетов, который сейчас применяют 

в строительстве, данную задачу решить трудно. 

Классический метод не учитывает периодичности базисных функций, 

поэтому колебания балки будут выглядеть так, как изображено на рисунке 1. 

Радиальное перемещение в этом случае будет описываться[1]: 

����� = ���	� sin�x� ∗ i��
��� +	�� cos�x� ∗ i� 

Для решения системы приходится вводить множители Лагранжа. Это 

усложняет задачу. 

Предложен новый метод, который учитывает периодичность базисных 

функций колебаний балки, поэтому колебания будут выглядеть так, как 

показано на рисунке 2. 



 

Рисунок 1 – Колебания балки в классическом методе 
 

 

Рисунок 2 – Колебания балки на опорах в новом методе 
 

На основании законов механики и теории упругих балок для получения 

дифференциальных уравнений, описывающих поведение балки, используется 

уравнение Лагранжа второго рода. 

Для расчета пространственной фермы необходимо представить её виде 

системы, состоящей из нескольких плоских ферм. Пространственная ферма 

представлена на рисунке 3 

 

Рисунок 3 – Колебания пространственной фермы на опорах 
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На основании законов механики и теории упругих балок будем 

использовать следующие уравнения. 

Кинетическую энергию T колеблющейся балки на опорах определяем 

как 

T = mϑ�2  

Объем участка балки ∆x  найдем по формуле ∆ω =	∆xha. 
Соответственно масса участка балки ∆x  будет равна ∆m = 	ρ∆xha,  где a  - 

ширина балки, h - толщина балки, ρ- удельная плотность материала балки. 

Отсюда следует, что кинетическая энергия балки будет равна 

T = 12 lim�∆mU* � = 12+ρhaU* �dz.
� = ρha2 +U* �dz.

� = Ψ2 +U* �dz.
�  

Потенциальную энергию участка балки ∆П  определяем как  

∆П = εF, ∆П = kx∆x. 
Потенциальная энергия балки П будет равна 

П =�kx�∆x = +kxdx.
� = kx�2 |�. , 

Определим ∆l = 5.67, тогда F = ∆.67. = εES. 
В таком случае потенциальная энергия будет равна 

П = ES2 +:∂x∂z<� dz
.

�  

Если считать, что опоры, на которых стоит балка, не растяжимы и 

статичны, то 

П = ES2 +:∂U∂x<� dx
.

� ,	 
где S = ah, а - ширина балки, h - толщина балки, E- модуль Юнга. 

Для получения дифференциальных уравнений, описывающих поведение 

балки, используется уравнение Лагранжа второго рода 



d∂t >∂T∂b@* A − ∂T∂bC + ∂П∂bC = 0 

где T, П – соответственно кинетическая и потенциальная энергия 

конструкции. 

В нашем случае уравнение Лагранжа будет иметь вид ddt > ∂T∂b* ECA − ∂T∂bEC + ∂П∂bEC = 0 

Примем, что тангенсальное перемещение балки равно нулю. Поэтому FGFHI = 0. Итоговое уравнение Лагранжа будет следующим 

ddt > ∂T∂b* ECA + ∂П∂bEC = 0																																																							�1� 
Перемещение участков балки зададим в виде ряда Фурье 

UJ = AJ�bE�sin	�iy�x���
��� 																																															�2� 

где UJ  – радиальное перемещение участка k балки на опорах; A- 

коэффициент, задающий амплитуду колебаний пропорционально длине 

участка балки между опорами: A = A� = .M.  на участке N0; l�P; A = A� = .QR.M.  

на участке Nl�; l�P; A = AJ = .SR.STM.  на участке NlJR�; lJP; 
Для того, чтобы система функций (2) удовлетворяла нулевым 

перемещениям в точках опор используем линейную зависимость y = k� +xk�. Значения  k�	и	k� для участков выберем из условия нулевых значений sin	�iy�x��  в точках опор. На рисунке 4 представлена зависимость между 

аргументами. Перемещение точек балки в точках опор равно нулю, поэтому 

значение sin	�iy�x�� равны нулю в точках x = l�, x = l�, …	 , x = lJ. 

На каждом из отрезков N0; l�P, Nl�; l�P, … , NlJR�; lJP получим выражения для 

функции y�x� . На отрезке N0; l�P  получаем: y�x� = x ∗ V.M.  На отрезке Nl�; l�P : 
y�x� = �VRV.QR.M ∗ �x − l�� + π = V.QR.M ∗ x − .MV.QR.M + π. На отрезке NlJR�; lJP: 



y�x� = πlJ − lJR� ∗ x − lJR�πlJ − lJR� + �k − 1�π. 
 

 

Рисунок 4 – Замена аргументов системы базисных функций. 
 

В таком случае из выражения (2)  на участке N0; l�P: 
U = A��bE�sin	�iy�x���

��� , 
y�x� = k��x, k�� = πl� ; 

на участке Nl�; l�P: 
U = A��bE�sin	�iy�x���

���  

y�x� = k��x + k��, k�� = πl� − l� , k�� = π�l� − 2l��l� − l� ; 
на участке NlJR�; lJP: 

U = AJ�bE�sin	�iy�x���
���  

y�x� = kJ�x + kJ�, kJ� = πlJ − lJR� , kJ� = π�lJ − 2lJR��lJ − lJR� , 
где k��, k��, k��, … , kJ�, kJ� - коэффициенты аргументов базисных функций y�x�. 

Найдем производную перемещения участков балки по координате 

Y 

2Y 

ZY 

�� �� �[ 0 � 

\��� 



∂U∂x = U]′ = AJ�bE�icos�iy�x���
���  

Соответственно вторая производная по bEC будет иметь вид ∂U]′∂bEC = U]H′ = AJjcos�jy�x�� 
Перемещение участков балки по обобщенным координатам будет 

выглядеть так 

U* J = AJ�b* E�sin	�iy�x���
���  

Производную перемещения по b* EC находим как ∂U*∂b* EC = AJsin	�jy�x�� 
Далее найдем производную кинетической энергии балки по обобщенной 

координате b* EC 
∂T∂b* EC = Ψ2 + ∂U* �∂b* EC dz

.
� = Ψ2 +2U* > ∂U*∂b* ECAdz

.
� = Ψ+U* > ∂U*∂b* ECAdz

.
� = 

= Ψ+AJ�b* E�sin�iy�x���
��� AJsin�jy�x��dx.

� = Ψ�AJ�b* E��
��� +sin�iy�x��sin�jy�x��dx.

� = 

= Ψ_�A��b* E��
��� + sin�iy�x��sin�jy�x��dx.M

� +�A��b* E��
��� + sin�iy�x��sin�jy�x��dx.Q

.M
+⋯+ 

+�AJ�b* E��
��� + sin�iy�x��sin�jy�x��dx.S

.STM
a = Ψ _�A��b* E��

��� + sin�if��x��sin�jf��x��f�′�x�dxcM�.M�
cM���

+ 

+�A��b* E��
��� + sin�if��x��sin�jf��x��f�′�x�dxcQ�.Q�

cQ�.M�
+⋯+ 

+�AJ�b* E��
��� + sin�ifJ�x��sin�jfJ�x��fJ′�x�dxcS�.S�

cS�.STM�
a 

Для упрощения расчетов произведем следующие замены defg� = sinhif��x�isinhjf��x�if�′�x�,defg[ = sinhifJ�x�isinhjfJ�x�ifJ′�x�			�3� 



kgdefg� = + defg�dxcM�.M�
cM���

, kgdefg[ = + defg[dxcS�.S�
cS�.STM�

																																							�4� 
В результате замен уравнение производной кинетической энергии балки 

по обобщенной координате b* EC будет иметь вид 

∂T∂b*EC = Ψ�A��b*E��
��� kgdefg� +Ψ�A��b*E�kgdefg��

��� +⋯+Ψ�AJ�b*E�kgdefg[�
���  

Найдем вторую производную кинетической энергии 
mmn : FGFH* oI< 

ddt > ∂T∂b* ECA = Ψ_�A��bp E��
��� + sin�if��x��sin�jf��x��f�′�x�dxcM�.M�

cM���
+ 

+�A��bp E��
��� + sin�if��x��sin�jf��x��f�′�x�dxcQ�.Q�

cQ�.M�
+⋯+ 

+�AJ�bp E��
��� + sin�ifJ�x��sin�jfJ�x��fJ′�x�dxcS�.S�

cS�.STM�
a 

С учетом замен (3) и (4) вторая производная будет равняться 

ddt > ∂T∂b* ECA = Ψ�A���pE��
��� kgdefg� +Ψ�A���pE�kgdefg��

��� +⋯+ 

+Ψ�AJ��pE�kgdefg[�
��� 																																																																																																			�5� 
Производная потенциальной энергии балки по обобщенной координате bEC будет иметь вид 

∂П∂bEC = ∂rES2 +:∂U∂x<� dx
.

� s ∂bECt = ES2 +∂�U]′ ��∂bEC dx.
� = ES2 +2U]′ ∂U]′∂bEC dx

.
� = 

= ES+U]′ U]H′ dx.
� = ES+AJ�bE�icoshiy�x�i�

��� AJjcoshjy�x�idx.
� = 



= ES _�AJ�bE�ij�
��� +coshiy�x�icoshjy�x�idx.

� a = ES _�A��bE�ij�
��� + coshiy�x�icoshjy�x�idx +.M

�  

+�A��bE�ij�
��� + coshiy�x�icoshjy�x�idx.Q

.M
+⋯+�AJ�bE�ij�

��� + coshiy�x�icoshjy�x�idx.S
.STM

a = 

= ES u�A��bE�ij�
��� + coshif��x�icoshjf��x�idxcM�.M�

cM��� + 

+�A��bE�ij�
��� + coshif��x�icoshjf��x�idxcQ�.Q�

cQ�.M� +�AJ�bE�ij�
��� + coshifJ�x�icoshjfJ�x�idxcS�.S�

cS�.STM�
a 

Так же для упрощения расчетов произведем следующие замены dvwe� = coshif��x�icoshjf��x�i,dvwe[ = coshifJ�x�icoshjfJ�x�i 
kgdvwe� = fx + dvwe�dxcM�.M�

cM���
, kgdvwe[ = fx + dvwe[dxcS�.S�

cS�.STM�
 

В результате замен уравнение производной потенциальной энергии 

балки по обобщенной координате bEC будет иметь вид 

∂П∂bEC = yz�A��bE��
��� kgdvwe� + ES�A��bE�kgdvwe��

��� +⋯+ ES�AJ�bE�kgdvwe[�
��� 				�6�	 

Подставив выражения (5) и (6) в уравнение Лагранжа (1) получим 

|Ψ�A���pE��
��� kgdefg� +Ψ�A���pE�kgdefg��

��� +⋯+Ψ�AJ��pE�kgdefg[�
��� } + 

+|yz�A��bE��
��� kgdvwe� + ES�A��bE�kgdvwe��

��� +⋯+ ES�AJ�bE�kgdvwe[�
��� } = 0 

Вынесем суммы обобщенных координат за скобки 

��pE��
��� hΨA��kgdefg� +ΨA��kgdefg� +⋯+ΨAJ�kgdefg[i + 

+�bE��
��� hyzA��kgdvwe� + yzA��kgdvwe� +⋯+ yzA[�kgdvwe[i = 0 



Введем замену Z�� = hΨA��kgdefg� +ΨA��kgdefg� +⋯+ΨAJ�kgdefg[i Z�� = hyzA��kgdvwe� + yzA��kgdvwe� +⋯+ yzA[�kgdvwe[i 
В итоге уравнение Лагранжа будет иметь вид 

��pE��
��� Z�� +�bE��

��� kA� = 0 

 
На основании нового метода был разработан программный комплекс, 

который позволит рассчитывать пространственные фермы на опорах. 

Готовый программный продукт будет выглядеть следующим образом: 

 

Рисунок 5 −  Основная форма программы с заполненными данными 

Для хранения характеристик материалов необходимо использовать 

таблицу в базе данных. Для работой с базой материалов были созданы 

соответствующие формы. 



 

Рисунок 6 −  Форма редактора материалов 

 

 

Рисунок 7 −  Форма заполнения параметров материала 
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