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Для расчета и анализа энергетических характеристик процесса резания 

порубочных остатков дисковой рубительной машиной [1] выведем и 

исследуем дифференциальное уравнение  вращательного движения диска с 

ножами, рис.1. 

 

 

 

Рис.1. Расположение на диске режущих элементов с тремя и одним лезвием  
 
 
Для вывода используем уравнение Лагранжа 2-го рода: 
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где  φ - обобщенная координата, угол поворота диска с ножами;   ω=ϕ&  - 

обобщенная скорость, угловая скорость диска с ножами;   E – кинетическая 

энергия диска с ножами;   Qφ - обобщенная сила, действующая на диск с 

ножами.  

Кинетическая энергия диска с ножами: 

ND nEEE += , 

где    ED – кинетическая энергия диска;     EN – кинетическая энергия ножа;        

n - количество ножей на диске. 

При вращательном движении [2-3] имеем: 

2
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2ω= NN nJE , 

где  JD, JN – моменты инерции диска и ножа относительно оси вращения. 

 Приближенно можно записать для моментов инерции диска и ножа:  
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где  MD, MN  - массы диска и ножа;  ρD - плотность материала диска;   R, hD - 

радиус и толщина диска. 

Масса комбинированного и традиционного ножа определится как  

NNN GM ρ= , NtrNNtr GM ρ= , где  GN , GNtr - объемы комбинированного и 

традиционного ножей;    ρN  - плотность материала ножа. 

Объемы традиционного ножа и комбинированного вычисляются по 

формулам геометрии [5] для многогранников. 

Масса традиционного ножа: 

)2(3 βδ−δρ=ρ= ctgabGM NNtrNNtr  

Для комбинированного ножа из трех лезвий: 

общая масса 

IIIIII NNNN MMMM ++= , 

где  масса участка I 

β−αδρ−βδ−δρ= cos)()2( 11111I atgbbctgabM NNN ; 



масса участка II  

β+α−δ−ρ−βδ−δ−ρ= cos))(()()2()( 12121212II atgbbbbctgabbM NNN ; 

масса участка III 
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Теперь формулы для момента инерции традиционного и 

комбинированного ножей запишутся в виде: 

2
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Окончательно кинетическая энергия запишется в виде: 

( )
2

2ω+= ND nJJE .    (3) 

Обобщенная сила складывается из моментов действующих внешних сил 

относительно оси вращения диска с ножами [1-3]: 
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где  Mвр = const – момент вращения двигателя привода, раскручивающего 

диск с ножами;   Mz – момент (51) сил сопротивления резанию;     Mµ – 

момент сил вязкого трения;   MТ = const – момент силы сухого трения 

скольжения.  

Момент режущих сил пропорционален квадрату угловой скорости 

вращения диска с ножами: 

2ω= AM z ,      (5) 

где коэффициент A является функцией геометрических и физических 

параметров и характеристик ножа.  

Момент сил вязкого трения пропорционален первой степени угловой 

скорости вращения диска с ножами: 

ω=µ BM ,      (6) 

где коэффициент B является функцией геометрических и физических 

параметров и характеристик ножа.  

Момент MT сил сухого трения  скольжения не зависит от угловой 

скорости вращения диска с ножами. 



Следовательно, обобщенная сила (4) примет вид: 
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Вычисляем нужные производные от кинетической энергии в уравнениях 

Лагранжа 2- рода  
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 С учетом выражения для обобщенной силы, получим следующее 

нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение движения диска с 

ножами: 
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 Полученное уравнение (8) описывает динамику вращательного 

движения диска с  n  ножами с учетом найденных моментов внешних сил 

сопротивления и действующего вращательного момента привода. 

Исследуем полученное уравнение движения (8) диска с ножами. 

Для этого представим его в приведенном виде: 
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 Отсюда, разделяя переменные, получим:  
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После интегрирования будем иметь: 

Dt
cabba

cabba

cab
ln

42

42
ln

4

1

*
2
***

*
2
***

*
2
*

+−=
+++ω

+−+ω

+
, 

где    04 *
2
* >+ cab . 

Знак модуля опустим, поскольку, выбирая угловую скорость ω вращения 

диска достаточно большой, можно добиться положительности числителя: 
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где   cab *
2
* 4+=λ ;    )2()2( *0**0* λ++ωλ−+ω= babaD  - произвольная 

постоянная определяется из начальных условий  ω(0) = ω0. 

Разрешая полученное уравнение относительно ω, получим выражение 

для угловой скорости вращения, как функции времени: 
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За счет значительного вращательного момента Mвр, входящего в 

коэффициент c, показатель λ экспоненциальной функции достаточно велик и 

переходные процессы установления угловой скорости вращения диска с 

ножами весьма быстрые. 

При  t → ∞ установившееся значение угловой скорости вращения диска 

с ножами примет вид:  
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Это выражение для  ω(∞) эквивалентно выражению  

( ) 0)()(2 =+∞ω+∞ω− Твр MBAnM ,    (12) 

определяющему равенство нулю суммы моментов внешних сил в 

установившемся процессе резания порубочных остатков, см, например, 

уравнения (8), (9). 

Полученные моменты режущих сил, сил вязкого и сухого трения и 

проведенный анализ динамики движения диска с ножами позволяет оценить 

мощности всех рассмотренных внешних сил. 



Мощность внешних сил при вращательном движении тела определяется 

по формуле: 

ω= EMP , 

где   ME – момент внешних сил относительно оси вращения;   ω – угловая 

скорость вращения.  

Применительно к рассматриваемой задаче исследования процесса 

резания порубочных остатков n ножами, расположенными на вращающемся с 

угловой скоростью ω  диске,  формулы для вычисления мощностей 

принимают следующий вид.  

Мощность момента сил сопротивления резанию: 

3ω=ω= nAnMP zz .     (13) 

Мощность момента сил вязкого трения: 

2ω=ω= µµ nBnMP .     (14) 

Мощность момента сил сухого трения скольжения: 

ω=
ТТ
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Суммарная мощность сил сопротивления: 
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Формулы (13-16) позволяют рассчитывать мощности внешних сил как 

функции параметров движения, геометрических и физических характеристик 

рассматриваемых ножей.   

Мощность сил вращения двигателя привода, раскручивающего диск с 

ножами равная суммарной мощности сил сопротивления:  
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Производительность П[кг/с] процесса резания порубочных остатков 

может быть оценена как 

ωρ= hbnakП
П 00 ,       (18) 

где  kП – коэффициент потерь при резании;  ρ – плотность сплошной среды 

порубочных остатков; n – число ножей;   a0, b0 – размеры (рис.1) окна подачи 



порубочных остатков;   h - толщина срезаемого слоя порубочных остатков в 

рубильной машине; ω – угловая скорость вращения диска с ножами. 

 Таким образом, построены математические модели в виде формул, 

соотношений, выражений и уравнений (1-18).  

Данные  модели, реализованные в компьютерной программе, позволяют 

решать задачи анализа и синтеза при исследовании процессов резания 

рассматриваемыми ножами порубочных остатков и получать качественные и 

количественные оценки этих процессов.   
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