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ВВЕДЕНИЕ 

Решение обратных задач химической кинетики для идентификации констант 
скоростей химических реакций обычно сводят к решению задачи минимизации 
квадратичного отклонения расчетных и экспериментальных значений концентраций [1]. 

Как правило, математические модели химической кинетики представляют собой 
“жесткие” системы нелинейных дифференциальных уравнений, решение которых само по 
себе представляет сложную задачу. Как следствие, целевая функция может оказаться с 
“овражной” поверхностью и с несколькими локальными экстремумами. 

Из-за больших вычислительных затрат, как в детерминированных так и в 
стохастических существующих методах, возникает необходимость применения 
алгоритмов с параллельными вычислениями  [2], [3], [4], [5], [6], [7], для чего,  в свою 
очередь, требуется использование мощных многопроцессорных суперкомпьютеров [3], 
[2], [8]. 

Таким образом, вопрос о выборе эффективного метода глобальной минимизации 
многоэкстремальных функций нескольких переменных для идентификации 
математических моделей, в том числе для решения обратной задачи химической 
кинетики, продолжает оставаться актуальным. 

Данная статья представляет собой некоторое дополнение к выполненной ранее 
работе [9]. Предлагаемый метод основан на двух концепциях.  

Первая концепция – сведение многомерной минимизации к одномерной, заложена в 
методе [10], где имитируется движение материальной точки по квазиоптимальным 



траекториям, рассчитываемых с помощью системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений ���̅��� = −∇��(�̅(�))                                        

с разными начальными условиями. 
Модификацией последнего метода является так называемый метод тяжелого 

шарика, в котором моделируется движение шарика массой m по неровной поверхности с 
заданной начальной скоростью: 

����̅��� + � ��̅�� + ∇��	�̅
��� = 0,                              

			�̅
0� = �̅�, ��̅�� ���� = �̅�. 

 
Рисунок 1. Движение тяжелого шарика по неровной поверхности 

Здесь шарик с большой массой m по инерции проскакивает неглубокие минимумы. 
Однако при большой инерции он может проскочить и глобальный минимум, а при малой 
инерции может попасть в неглубокий локальный минимум. В результате требуется 
настройка нескольких параметров (массы, начальной скорости) для конкретной целевой 
функции, что собственно представляет собой дополнительную задачу оптимизации. 

 Вторая концепция – это диффузионное сглаживание поверхности целевой 
функции, заложенная в методе DEM [11], [12], в котором целевая функция f(x) 
сглаживается в функцию F(x) в результате решения уравнения диффузии ��
�̅, ���� = ����
�̅, ������

�

���

,                                        

с начальными условиями: 		�
	�̅, 0� = �
�̅�. 
Поиск глобального минимума ведется на сглаженной функции ���̅, �� без 

локальных минимумов, как изображено на рисунке 2. Но применение данного метода для 
решения обратных задач усложняется из-за вычисления вторых производных 
функционалов.  
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Рисунок 2. Исходная функция с локальными минимумами �
�̅� и сглаженная 
функция �
�̅, �� 

Обе эти концепции: сведение многомерной минимизации к одномерной и 
диффузионное сглаживание присутствуют  в уравнении конвективной диффузии.  

 

ОПИСАНИЕ МЕТОДА 
Метод основан на решении уравнений конвективной диффузии ����� � ��

������� � �� ����� , � � 1,… , �,           (1) 

с начальными условиями: 

при	� � 0	�� � "��� # Δ�� ,			для � 1 ( � ( 0��� � Δ�� ,			для					0 ) � ( 1	          (2) 

и граничными условиями: �� � ��� # Δ�� 	при	� � �1;				�� � ��� � Δ�� 	при	� � 1         (3) 

В уравнениях  переменные �� �искомые параметры;  ���, Δ�� �величины для 
определения области поиска минимума; ��– коэффициенты диффузии, имеющие значения 
0,01÷0,1; ��– скорости конвективного движения, пропорциональные координатам 
градиента целевой функции: 

�� � � ��/���,∑ 
��/��	���
	��

,                    (4) 

где F – целевая функция. 

Физическая интерпретация метода 

В методе имитируется диффузионный перенос вещества с концентрацией �� в 
многокомпонентном потоке, движущемся в гравитационном поле по неровной 
поверхности ���, … ��� (см. рисунок 3).  

 

Рисунок 3. Физическая интерпретация метода 

Движущими силами массопереноса являются градиент концентраций и скорость 
потока. Распределение концентраций i-го вещества в движущемся потоке описывается 
уравнением конвективной диффузии: 



����� = �∇���� − �̅./0�1111111�� 	,			� = 1,… ,�.           (5) 

В данном случае величины �� имеют двойное назначение: с одной стороны они 
являются концентрациями i-го вещества в потоке, а с другой – координатами 
многомерного пространства, поэтому векторы ∇���� и ������������� будут иметь вид: 

∇���� = 20,… ,
������� , … ,03,                     (6) 

./0�1111111�� = "0,… ,
����� , … ,04.                              (7) 

Скорости же потоков зависят от направления и степени уклона поверхности, на 
основании чего их координаты будут: 

�̅ = " ����� , … ,
����� , … ,

�����4 
или 

�̅ =
1

5∑ 6�����7
�

�
���

" ����� , … ,
����� , … ,

�����4.            (8) 

Подставив выражения векторов в уравнение уравнения конвективной диффузии         
(5), получим уравнения вида           (1). 

 Алгоритм минимизации 

1) Назначается область поиска глобального минимума с помощью ��̅	и	Δ��� 
2) Вычисляется стационарное распределение ”концентраций” (значений переменных) на 

отрезке с помощью системы уравнений конвективной диффузии 
3) На отрезке ищется точка с минимальным значением целевой функции и 

соответствующие значения переменных ��̅�� 
4) Если заданная точность не достигнута, то назначается новая область поиска с центром 

в найденной точке (��̅ = ��̅��) и повторяются вычисления с пункта 2. 
 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ХИМИЧЕСКОЙ 
КИНЕТИКИ 

Пример 1. Обратная задача макрокинетики с точным решением 

На практике параметрическая идентификация проводится по кинетическим 
кривым, получаемых в результате экспериментов. В данном же примере в качестве 
экспериментальных данных взяты кинетические кривые, полученные на основе точного 
решения. 

Рассмотрим сложную реакцию: 

8
	�→
	�
→
:
�

	�→; 		, 



где ��, ��, �� −константы скоростей химической реакции. 

Математическая модель представляет собой систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений:  �;
�� = −(<� + <�);
 

�;��� = <�;
 − <�;�           

�;�� = <�;
      �;��� = <�;�      

с начальными условиями 

при	� = 0		�� = ��� ,�	 = 0,�
 = 0,�� = 0. 
Точное решение имеет вид:  ;
 = ;
�

=��	��	���,            

;� = ;
�

<�<� − <� + <� 	=�	�� − =��	��	����, 
; =

<�<� + <� 	1 − =��	��	����, 
;� = ;
�

− ;
 − ;� − ;. 
В качестве экспериментальных данных приняты распределения концентраций, 

рассчитанные по точному решению математической модели, и проведена проверка 
предлагаемого метода. 

Так как в предлагаемом конвективно-диффузионном методе используются 
производные целевой функции, то в данном примере эти производные можно вычислять с 
помощью уравнений чувствительности: �>
,	��� = −;
 − (<� + <�)>
,	�    �>
,	��� = −;
 − (<� + <�)>
,	�    �>�,	��� = ;
 + <�>
,	� − <�>�,	�    �>�,	��� = −;� − <�>�,	�    �>,	��� = ;
 + <�>
,	�    �>�,	��� = ;� + <�>�,	�    

с начальными условиями 
при	� = 0	>
,	� = >�,	� = >,	� = >,	� = 0,       

где 



>
,	� � �;
�<� ; 	>�,	� � �;��<� ; 	>,	� � �;�<� ; 	>�,	� � �;��<�. 
Частные производные функционала: 

���<� � 2�A BC;�р
�� � ;�т
��DE �;�р
���<� ��
�кон

�

�

���

, 
где ��

т, ��
р
� точные и рассчитанные значения концентраций в процессе  

минимизации функционала. 
На рисунке  представлены кривые изменения искомых параметров ��, ��, �� и 

целевой функции в одномерной области, полученные конвективно-диффузионным 
методом при D=0,01. Минимальное значение целевой функции находится в точке 5, в 
которой �� � 10,53;	�� � 1,00;	�� � 3,15  (точные значения �� � 10, �� � 1, �� � 3). 
Следует отметить, что дополнительные итерации с уточнением области, как описано в 
алгоритме, не проводились. 

 

 

Рисунок 4. Стационарное распределение кривых параметров 

На рисунке  приведено графическое сопоставление численного решения 
математической модели, полученного в результате минимизации, с точным решением. 

  

 

Рисунок 5. Расчетные и точные значения концентраций 



Так как в реальных химических реакциях могут присутствовать десятки реагентов, 
то для большей убедительности дальше приведен пример с участием восьми реагентов. 

Пример 2. Обратная задача макрокинетики с нелинейными уравнениями 

В ряде работ, например в [13], [14], [15], для тестирования поведения жестких 
систем дифференциальных уравнений приводится система, взятая из уравнений 
химических реакций HIRES, предложенных Шефером [16] для объяснения “роста и 
дифференциации растительной ткани независимо от фотосинтеза при высоких уровнях 
светового облучения”. Вопрос о численном решении жестких систем дифференциальных 
уравнений заслуживает отдельного внимания. Отметим лишь, что в данном случае  
система решалась по разностной схеме Розенброка с комплексными коэффициентами [17], 
[18], [19]. 

Математическая модель [15]: �;��� = −<� ∙ ;� + <� ∙ ;� + <� ∙ ;� + <�� �;��� = <� ∙ ;� − 
<� + <�� ∙ ;� �;��� = −
<� + <�� ∙ ;� + <� ∙ ;� + <� ∙ ;� �;��� = <� ∙ ;� + <� ∙ ;� − 
<� + <�� ∙ ;� �;��� = −
<� + <�� ∙ ;� + <� ∙ ;� + <� ∙ ;� �;��� = <� ∙ ;� + <� ∙ ;� − <� ∙ ;� + <� ∙ ;� − <� ∙ ;� ∙ ;� �;��� = −
<� + <� + <�� ∙ ;� + <� ∙ ;� ∙ ;� �;��� = 
<� + <� + <�� ∙ ;� − <� ∙ ;� ∙ ;� 

с начальными условиями: ���0� = 1; 	���0� = ���0� = ���0� = ���0� = ���0� = ���0� =

0;���0� = 0,0057. 
В качестве экспериментальных данных приняты кинетические кривые, полученные 

в результате численного расчета с константами: �� = 1.71; �� = 0.43; �� = 8.32; �� =

0.69; �� = 0.035; �� = 8.32; �� = 280; �� = 0.69; �� = 0.69; ��� = 0.0007. 
В результате минимизации невязки решения конвективно-диффузионным методом 

получено стационарное распределение кривых параметров на отрезке (см. рис. ) с 
коэффициентом диффузии D=0,02. Минимальное значение целевой функции ���, … , ���� 
находится в точке 8. В таблице представлены расчетные и фактические константы 
химических реакций. 

Таблица 1. Расчетные и фактические значения параметров 

Наименование 
Фактические 
значения  

Расчетные 
значения  

k1 1.7100 1.7237 

k2 0.4300 0.4332 

k3 8.3200 8.2163 



k4 0.6900 0.6968 

k5 0.0350 0.0289 

k6 8.3200 8.3669 

k7 280.0000 279.4623 

k8 0.6900 0.1514 

k9 0.6900 1.1975 

k10 0.0007 0.0061 

 

 

Рисунок 6. Стационарное распределение кривых параметров 

На рисунке  представлены кинетические кривые, рассчитанные с фактическими и 
расчетными константами химических реакций. Отклонение составляет менее 5 ∙ 10��. 

  

 

Рисунок 7. Расчетные и “экспериментальные” кинетические кривые 

 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Нелинейная задача параметрической идентификации моделей химической 

кинетики легко решалась в реальном времени за считанные минуты на обычном 
компьютере с частотой процессора не более 3ГГц,  хотя по сложности ничуть не уступала 
задачам в [2], [3]. Программа была разработана на Delphi 7. 
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